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Das Konvergenzverhalten rationaler Approximationen an ganze Funktionen 
iiber unbeschrankten Bereichen wurde in jiingster Zeit Gegenstand zahlreicher 
Untersuchungen. Wir beweisen in dieser Arbeit em hinreichendes Kriterium 
fin die geometrische Konvergenz der Minimalabweichungen, das alle bisher 
bekannten direkten Kriterien als Spezialfalle enthllt. Insbesondere ergibt sich 
die geometrische Konvergenz fiir ganze Funktionen f mit f’(x) > 0 ftir alle 
x > r,, , die auSerdem eine fur die geometrische Konvergenz notwendige Wachs- 
tumsbedingung erfiillen. 
1. GEOMETIUSCHE KONVERGENZ RATIONALER APPROXJMATIONEN 
Ausgangspunkt der Untersuchungen iiber das asymptotische Verhalten 
der Minimalabweichungen waren Beziehungen zwischen der Holomorphie 
und der geometrischen Konvergenz der Minimalabweichungen [6, 8,9]: Urn 
eine Theorie vom Bernstein-Typ zu entwickeln, betrachtet man zu gegebenem 
r > 0 und s > 1 die abgeschlossene Ellipse Ct(r, s) der komplexen Ebene mit 
Brennpunkten in 0 und r und der Summe r . s beider Achsen. 
Fur eine ganze Funktion f setzen wir 
1st f: [0, co] + R, so definieren wir 
und 
Ilfll, := sup lf(x>l 
O&AT 
fiir r > 0. 
Meinardus et al. [lo] bewiesen das folgende notwendige Kriterium. 
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SATZ 1. Sei f (x) eine reelle, stetige Funktion iiber [0, oo), (pn} eine Forge 
reeller Polynome mit pn E 17, fi.ir jedes n >, 0 und q eine reelle Zahl mit 
U-1) 
Dann gibt es eine ganze Funktion F(z) mit F(x) = f (x) fiir alle x > 0 und F 
ist von endlicher Ordnung. AuJerdem gibt es fiir jedes s > 1 Konstanten 
K>0,9>Oundr,>Omit 
MAr, 4 < ~(llfllJe fiir alle r 2 r. . (1.2) 
Umgekehrt bewiesen die gleichen Verfasser in[lO]. 
SATZ 2. Sei f(z) = C,“=, arz* eine ganze Funktion mit a, 3 0 fiir v > 0 
und a, > 0. Wenn f die Wachstumsbededingung (1.2) erfiillt, dann gibt es eine 
Folge von reellen Polynomen {p,} und ein q > 1, so da$I (1.1) erfiillt ist, d.h. 
geometrische Konvergenz vorliegt. 
Beide Siitze initiierten eine Reihe von Anstrengungen, urn die Diskrepanz 
zwischen hinreichenden und notwendigen Bedingungen abzubauen. In [2] 
wurde die iiber die notwendigen Bedingungen hinausgehende Nichtnegati- 
vitat der Taylorkoeffizienten soweit abgemildert, da13 nur noch fast alle a, 
nichtnegativ sein mu&en. Roulier und Taylor [ll], bzw. Blatt [3] zeigten, 
wann die geometrische Konvergenz einer Funktion bei kleinen Stiirungen 
erhalten bleibt. Henry und Roulier [7] bewiesen fur eine gewisse Klasse 
monotoner Funktionen geometrische Konvergenz und entdeckten die 
Unvollstandigkeit der notwendigen Bedingungen von Satz 1. Als zusatzliche 
Erweiterung ergab sich, dal3 die Funktion f nicht zu stark oszillieren durfte. 
Wir stellen hier ein hinreichendes Kriterium vor, woraus sich insbesondere 
die geometrische Konvergenz fur ganze Funktionen f ergibt, die fur alle 
geniigend grol3en reellen Werte monoton wachsen und die notwendige 
Wachtstumsbedingung (1.2) erftillen. Die Beweismethode benutzt einmal die 
Charakterisierung der Minimallbsungen, die im nachsten Abschnitt dar- 
gestellt wird, zum anderen eine Vergleichstechnik, wie sie ansatzweise bereits 
in [2, 51 zu erkennen ist. Diese Technik versucht, die Approximation auf 
[0, co] durch Approximation auf endlichen Intervallen absuschatzen, eine 
Idee, die bereits vor einigen Jahren von Meinardus vorgeschlagen wurde. 
2. RATIONALE TSCHEBYSCHEFF-APPROXIMATIONEN AUF [0, co] 
Im Interval1 [0, co) sind L reelle Punkte x1 < x2 < a** < xL (L > 1) vor- 
gegeben, denen nichtnegative ganze Zahlen /31 , flz ,..., pL zugeordnet sind. 
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Wir setzen 
w(x) := I’I (x - xp 
i=l 
und betrachten eine Funktion f mit den Eigenschaften: 
fist in jedem Punkt xi (1 < i < L) 3&-ma1 differenzierbar, (2.1) 
f = w - A wobei f” iiber [O, co) stetig, reellwertig und > 0 ist, (2.2) 
(2.3) 
Wir wollen jetzt fiir n 3 3/3 die Funktion l,lf beziiglich 
v, := ]+d7n/ 
approximieren, d.h. wir minimieren die Tschebyscheff-Norm 
beztiglich q E Iln . Dabei ist 17, die Menge der Polynome vom Grad < 12. 
Wir nennen pm(f) die Minimalabweichung zu l/f beztiglich V, . Dazu 
bestimmen wir p E IT,,-, so, daB 
p(i)(q) = f(i)(&) (2.4) 
fiir i = 1, 2 ,..., L und j = 0, l,..., 2/3, - 1 gilt und definieren 
pn:= + 
I 
1 Pl~am3 3 m f 0 
p + wzpl t fur alle x E [0, co) mit x # xi ’ (2.5) 
Man beweist ohne Schwierigkeiten den 
SATZ 3. Fiir n > 3/3 ist P, i: m, und die Minimalliisung zu l/f beziiglich 
V, existiert und Iiegt in ci, . 
Ahnlich wie bei der rationalen Approximation einer Funktion iiber [0, co], 
die keine Singularitgten besitzt, l& sich die Minimallosung durch eine 
Alternante charakterisieren. 
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SATZ 4. Es sei p,, # 0 und p,(f) > c, n 3 1. Dunn ist u,, = l/q, 
Minim&sung zu l/f beziiglich V, 
- (1) Falls q,, E II,, - I7,-, , dann existiert in [0, 00) eine Alternante der 
Lringe n - 2/3 + 2 zu (l/f) - u0 . 
(2) Falls q,, E III,-, , dann existiert in [0, co) eine Alternante der Liinge 
n - 2/3 + 1 zu (l/f) - v. und der grGJ?te Alternantenpunkt ist ein (+)-Punkt 
2ron l/f-- a0 . 
Der Beweis ergibt sich durch die gleiche Beweistechnik wie in [3]. Satz 2 
impliziert such die Eindeutigkeit der Minimalliisung. 
3. ZWEI VERGLEICHSLEMMATA 
f sei im folgenden eine ganze transzendente Funktion, die die Wahstums- 
bedingung (1.2) und (2.1~(2.3) erfiillt. Wir betrachten 
f&> : = f(x) ftir x < r, 
f,(x) : = f(r) fur x > r. 
(3.1) 
Fi.ir r > x, und n > 38 ergibt sich bei der Approximation von l/‘iiber [0, co]: 
Vereinbaren wir fiir r > xL 
1 
m(r) = max - , 
x3 f(x) 
(3.2) 
(3.3) 
so ergibt sich aus (3.2) 
f,(f) G h(fi) + m(r). (3.4) 
Wegen (2.4) ist 
f-p=w2.F (3.5) 
mit einer ganzen Funktion F. Analog zu p definieren wir das Polynom 
5 E IT3B--1 durch die Interpolationsbedingungen 
ftirj = 0, l,..., 3pi - 1 und i = l,..., L. Also ist 
f-jq+p (3.6) 
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mit einer ganzen Funktion I? Wir bezeichnen mit 
die Minimalabweichung von l/f beziiglich V, tiber [0, r], und zu g E C[O, r] 
mit E,(g, r) die Minimalabweichung zu g beziiglich IT,, tiber [0, r]. 
LEMMA 1. 1st w2(x) = O(f(x)) f iir x -+ oc), dann existiert eine Konstante 
ICI > 0 mit 
p,df, r> < & * -JL3dflp r> 
ftir alle n > 3/3 und ale r > 0. 
Beweis. Fur n 2 3j3 und r > 0 sei pn die Minimallosung zu P beztiglich 
I7,-, tiber [0, r]: 
Wir setzen 
II P - pn IL = Kd1;: r>. 
mit Polynomen Qll und in . Da f(x) = w -f(x) ist mit f(x) > 0 fur x E 
10, co), folgern wir: 
l3W - Q&l = ItlIwW>(f(~) - h(x) - w”(NP&))I 
= w”(x>l a4 - P7d-a 
G ~~6-4 L3d~, r> 
oder 
CL(X) = I IQ&) + w”(x) &-3a(~s r>l 
Z f(4 + w"(x) En-3B<~9 r> - I .fW - Q&l 
z 3m 
fiir alle 0 < x < r. 
Damit erhalten wir fiir 0 < x < r: 
d ~(4 I &4 - P,@> - J%-~s@, r)l 
I3Wl” 
mit K(r) = 2 II w3/f2 11,. . 
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Wegen W”(X) = O(f(x)) existiert eine Konstante & > 0 mit K(r) < & 
fur alle r > 0, und die Behauptung ist bewiesen. 
LEMMA 2. Es sei w2(x) = O(f(x))f” ur x ---f co, s > 1 und r so gewtihlt, duj3 
f(r) = sn. Dunn existiert eine Konstunte A > 0, eine nutiirliche Zahl n, und 
reelle Zuhlen 01 = oI(r) > r, so daj 
p&f) d m(r) -k max(m(r/(s + 2)), A - E(r)) 
fiir alle n 2 n, erfiillt ist. Dubei ist 
Beweis. Es sei no so gewahlt, da13 n, >, 38 + 1 und 11 f jI(s+2)(z,+l) < sn@ 
ist. Wegen (3.4) gentigt es, pn(fr) < max(m(r/(s + 2)), A * E(r)) zu zeigen. 
1st PnCfJ G l/f ( ) r , so ist nattirlich p,cfJ < m(r/(s + 2)). Im Falle pn(fT) > 
l/f(r) unterscheiden wir fur die Minimalliisung l/p, zu l/f, beztiglich I’,, die 
Falle 
(1) Pn f 17,-I 
und 
(2) pn fs aL\L, * 
Im Fall (1) existiert nach Satz 4 eine Alternante der Lange n - 2/3 + 1 und 
der gr6Dte Alternantenpunkt z ist ein (+)-Punkt von l/f,. - l/pn . Somit ist 
z < r und 
pn(fr) = PDF, r), 
somit nach dem vorigen Lemma 
Im Fall (2) existiert eine Alternante 
der Fehlerfunktion l/f, - l/p, mit m = n - 28. Falls ym+2 < r ist, folgern 
wir wie eben: 
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1st aber y,,, > r, so ist ym+l ein (+)-Punkt der Fehlerfunktion und JJ~+~ < r. 
Gilt JL+~ , > r/(s + 2), so ist wegen r/(s + 2) 3 x, + 1 such 
pd.A-1 d m(r/(s + 2)). 
Zu untersuchen bleibt noch ym+l < r/(s + 2): 
Mit den Bezeichnungen 
pn=P+W2-qla=W*$n, 
fT = w *L 3 
fr - p = w2 . Fr 
gilt 
1 1 F, - qn --- 
fr Pn =-TX--* 
Da jn(x) > 0 und3&) > 0 ist fur alle x E [0, co), bildet das Funktionen- 
system 
tiber [0, a) ein Haarsches System der Dimension m + 1. Somit ist die 
Aufgabe, l/f7 beztiglich V, i.iber [0, co] zu approximieren, aquivalent zur 
Aufgabenstellung, die Funktion FJ( 3,. - $,J iiber der Punktmenge 
betiglich V zu approximieren. Die Minimalabweichung der letzten Aufgabe 
und somit p,(f,) ergibt sich durch 
Dabei sind die Zahlen x bis auf einen Faktor eindeutig bestimmte nicht- 
triviale Liisungen des Gleichungssystems: 
WZf2 
zl Xi n q(y3 = 0 
fr(rd Pn(YJ 
fiir alle q E II, . 
Wir setzen 
A< := xi 
fTT( Yi) - A( Yi) 
fur i = 1, 2 ,..., m + 2, 
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und W&len fi.ir die Zahlen Xi die Darstellung 
Somit gilt 
(3.7) 
Fixieren wir ein u E ps’3a , dann ist 
+z- II v + m(xL. + 1). II 
Es existiert also eine Konstante K, , so daD in [0, x, + l] fi.ir alle n 3 n, 
gilt: 
oder 
Andererseits gilt fiir x E [xL + 1, I] 
Somit folgt wegen wa(x) = @f(x)): Es gibt eine Konstante K2 > 0, so daB 
fiirialle n > no und alle x E [0, r]. Daher erhalten wir aus (3.7): 
(3.8) 
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Wir unterscheiden die beiden FBlle: 
(a> 
Nun gilt fiirj = I,..., m + 1: 
< (r/(s + 2))” 
(r - r/(s + 2))m = (s i 1)” ’ 
Somit folgt aus (3.8): 
Jetzt ist FT = (fr - p)/w2 und daher fiir alle geniigend grol3en n 
Also erhalten wir fiir alle it 2 n, 
mit einer Konstanten KS, die unabhgngig von n ist. 
Dann ist fiir alle n 2 n, 
Wir kiinnen E interpretieren als Minimalabweichung der Funktion F beziig- 
lich des Polynomsystems 
V” := {v*(x) = (x - J&+2) 4(x)1 4 Ean-11 
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iiber der Punktmenge Q = {yI ,..., Y~+~). Da Q C [0, r/(s + 2)], folgt 
x - Ym+2 ' s + 2 ) 
und somit aus (3.9) unsere Behauptung mit 
A = max(K, , K2 , Kd, a= ynzi2 . 
4. EIN HINREICHENDES KRITERIUM Otis GEOMETRISCHE KONVERGENZ 
Unter Ausniitzen des zweiten Lemmas sind wir in der Lage ein hinreichen- 
des Kriterium fiir geometrische Konvergenz zu beweisen. 
SATZ 5. f sei eine ganze transzendente Funktion mit den Eigenschaften 
(i) f(z) E R fiir alle z E R, 
(ii) f besitzt in [0, 00) endlich viele Nullstellen, 
(iii) f erfiillt die Wachstumsbedingung (1.2), 
(iv) es existieren reelle Zahlen s > 1, y > 0 und r” > 0 mit 
Dunn besitzt f geometrische Konvergenz. 
Beweis. Wir verwenden wieder die Bezeichnungen der vorigen Abschnitte. 
Zunachst miissen wir, urn die Lemmata anwenden zu konnen, zeigen, da13 
w2(x) = O(f(x)) fi.ir x + co: 
Wegen (iii) und (iv) gilt fur x > max(r, , r”): 
Da f eine ganze transzendente Funktion ist, folgt daraus 
w”(x) = ww> fiir x + co. 
Wir diirfen in (iv), s < 2 annehmen, und es sei 6’ = e(s) wie in (1.2). Wir 
wenden jetzt das Lemma 2 an, indem wir dort die Zahl s durch s” = ~l/(l+~) 
ersetzen und r = r(n) so wahlen, da8 
f(r) = Ilfll, = in. 
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Zur Abkiirzung setzen wir r* := r/(f + 2) und G(x) := F(x)/(x - a) mit 
01 = a(n) > r wie in Lemma 2. Betrachten wir die Ellipse %(r*, s), so gilt fur 
den rechten Scheitel .!j = r*(g + $(s + l/s)): 
E < r/2. (4.1) 
Nach einem Satz von Bernstein [I] ergibt sich 
und 
Wegen (4.1) und 01 3 r folgt 
Mdr*, $1 < 
M&*, $1 
a - r/2 
G M&-, 4 
a - r/2 
und daraus 
01 * Mc(r*, s) < 2M,(r, s). 
Wegen F = (f - p)/w” und P = cf - j)/w3 existiert eine Zahl nI E tV mit 
und 
Mp(r. .s) G 2&G-, 4 
fur alle y1 > n, . Somit gibt es wegen der Wachstumsbedingung eine 
Konstante C > 0 und eine natiirliche Zahl n, > max(n, , n,) mit 
und 
01 . E,+-2B--I(G, r*) < C q = C - s*l(l+e) 
E n-3B& r) < C l s+l(l+@. 
Aus Lemma 2 erhalten wir schlieglich fur n 3 n,: 
pn(f> < 2m (+) + A * max (CP/(l+@, (+)‘). 
640!23/3-5 
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Wegen f < s, folgt aus (iv) fur alle geniigend groDen n: 
m (*) < m (--$-) < ~(~‘~)l(l+~). 
Setzt man q = min(s” + 1)/f, sll(l+e)), so ergibt sich: 
ig pn(f>l'" < 6 mit q>l. 
Folgerung. f sei eine ganze transzendente Funktion mit den Eigen- 
schaften (i)-(iii) von Satz 5. Existiert ein r, > 0 mit f ‘(x) 3 0 ftir alle x > r, , 
dann besitzt f geometrische Konvergenz. 
Beweis. Urn Satz 5 anzuwenden, mussen wir (iv) nachweisen: Wir setzen 
dazu s* : = 10s fur ein festes s > 1. Wegen der Wachstumbedingung ibt 
es e(s*) > 0, r(s*) > 0 und K(s*) > 0 mit 
MAr, s*> d ~(~*)(llflV("*) (4.2) 
fur alle r > r(s*). Definieren wir r* := r/(s + 2), so gilt fur den rechten 
Scheitel LJ = r*($ + &* + l/s*)) der Ellipse @(r*, s*): 
Daher gilt wegen (4.2) fur r* > r(s*) 
Wahlen wir r2 so, da13 11 f jjr = f(r) fiir alle r > r2 , dann gilt fur r 3 r&s + 2): 
WSihlt man schliel3lich y := l/(2&*)), so gibt es wegen (4.3) ein r” >, 0 mit 
fiir alle r > r”. 
Zu einem hinreichenden Kriterium fiir geometrische Konvergenz beniitigen 
wir also auDer den in Satz 1 genannten otwendigen Bedingungen zusatzlich 
die Voraussetzung (iv), worin sich eine Oszillationsbeschrankung fur die 
Funktion f auf [O, cc) ausdriickt. Andererseits zeigten Henry und Roulier 
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[7], da13 bei geometrischer Konvergenz zu starke Oszillationen ausgeschlossen 
sind. Beides deutet darauf hin, da13 der Schliissel fiir die vollst6ndige Charak- 
terisierung von Funktionen mit geometrischer Konvergenz in Oszillations- 
eigenschaften zu finden ist. 
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